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RESUMEN 
 

En este trabajo, se presenta una fórmula que modela la variación de la superficie libre del oleaje cunado 
éste se propaga  a lo largo de un puerto esbelto, que está formado de una región con distribución convergente 
y asimétrica y dos regiones de ancho constante. Las ecuaciones de gobierno se resuelve mediante la 
implementación de la técnica de perturbación singular Wentzel-Kramers-Brillouin. Para el canal convergente 
se encontró que el valor más grande del coeficiente de reflexión es para el límite en el cual la longitud del 
puerto es del mismo orden de magnitud que la longitud de onda. Se identificó que el fenómeno de reflexión 
cero ocurre en un canal con ancho simétrico y transicón lineal y un perfil de la profundidad parabólico. Los 
resultados revelan que en presencia de una transición lineal, ya sea en el ancho o en el fondo, los coeficientes 
de reflexión tienen un comportamiento oscilatorio. Los resultados que se obtuvieron se compararon con una 
solución numérica y con otras soluciones analíticas reportadas en la literatura especializada, las cuales están 
expresadas en términos de funciones de Bessel. Las fómulas también se verificaron mediante un identidad de 
energía, la cual se satisfizo correctamente.  
 
INTRODUCCIÓN 
 

Las ondas largas se pueden propagar en canales esbeltos distancias largas desde la línea de costa hacia 
tierra adentro. En algunos casos, la geometría de estas estructuras pueden ser fuertemente esbeltas, causando 
la amplificación del oleaje; ver [1]. Una característica importante de estas oscilaciones en puertos es que aún 
movimientos verticales pequeños pueden estar acompañados por movimientos horizontales del agua grandes, 
como lo reporta [2]. En estas circunstancias, estas oscilaciones pueden crear movimientos inaceptables de los 
barcos junto con fuerzas excesivas de amarres, como lo estudió [3]. En muchos casos, el uso de rompeolas 
para proteger la región de entrada de los puertos, de muchos kilómetros de ancho, pueden ser impráctico y por 
lo tanto se deben considerar otras alternativas para evitar amplitudes grandes del oleaje en el interior de los 
puertos. La modificación de la forma del puerto en una geometría divergente puede ofrecer una alternativa 
apropiada , como lo reportó [4]. Bajo ciertas condiciones específicas, el oleaje que se propaga en el interior de 
puertos esbeltos pueden aproximarse como ondas de flujo somero, para lo cual el flujo del agua se mueve 
mayormente en una dirección horizontal, debido a que las velocidades verticales del fluido son débiles y la 
presión se pueden considera como hidrostática, en primera aproximación. En la literatura especializada se 
pueden encontrar diversas investigaciones fundamentales, relacionadas con el análisis de oscilaciones en 
puertos. Por ejemplo, un trabajo analítico pionero de la resonancia del oleaje en puertos rectangulares lo 
realizó [5]. Considerando la hipótesis de flujo no-viscos, [6] analizó la respuesta de oleaje periódico en un 
puerto de geometría arbitraria conectado a varias cuencas rectangulares. [7] estudió las oscilaciones 
longitudinales y transversales de ondas largas lineales que se propagan en un puerto rectangular con variación 
coseno-hiperbólica de la profundidad. Recientemente, usando la aproximación de flujo somero, [8], estudió 
las oscilaciones de ondas largas en un puerto de de ancho rectangular y fondo parabólico. El objetivo 
principal de este trabajo, es desarrollar fórmulas asintóticas de los coeficientes de reflexión y transmisión del 
oleaje, junto con la solución asintótica de la elevación de la superficie libre del oleaje que se propaga a lo 
largo de un puerto convergente de ancho asimétrico. La región variable sigue una ley de potencia y está 
conectada a regiones de entrada y salida de ancho y fondo constante. Las ecuaciones de gobierno son las bien 
conocidas ecuaciones unidimensionales de flujo somero, las cuales se presentan en su forma adimensional. La 
solución asintótica para la elevación de la superficie libre del oleaje, la cual se requiere para determinar los 



coeficientes, se obtiene para el límite en el cual la longitud característica del puerto es del mismo orden en 
magnitud que la longitud de onda. La técnica matemática que se usó es la técnica de perturbación singular 
Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), ver Bender y Orszag (1978). 

 
FORMULACIÓN MATEMÁTICA 

 
Consideremos una onda larga lineal que se propaga de derecha a izquierda en una puerto esbelto 

asimétrico y convergente. La Fig. 1 muestra la configuración geométrica analizada. EL puerto consiste de tres 
regiones R1  , R2  y R3 , donde la región R2  define el carácter variable del perfil de profundidades, mientras 
que las regiones R1   y R3  son profundidades de ancho o fondo constante. En el sistema cartesiano que se 
seleccionó, la dirección x es hacia la derecha, con el origen ubicado en la intersección de las regiones R1   y 
R2  ; el eje y es transversal al canal; y el eje z señala en dirección normal al nivel medio del mar. En el 
presente análisis, se asume que las paredes del puerto son impermeables; sin embargo, las fronteras verticales 
en la derecha e izquierda están completamente abiertas al paso de la suma del oleaje incidente, reflejado y 
transmitido. 

a)  

b)  
Fig. 1. Esquemas de las diferentes configuraciones geométricas de un puerto: a) vista en planta y b)  
vista en perfil 
 
 
 

Los anchos y profundidades del puerto siguen las siguientes distribuciones: 
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respectivamente. La geometría del ancho y del fondo de los puertos considerados, están dados por los valores 
enteros de m y n. En el presente trabajo, usamos las ecuaciones de gobierno básicas que describen el 
movimiento de ondas largas lineales de densidad constante.  En la aproximación de flujo somero, el 
movimiento dominante es en un plano horizontal, debido a que las velocidades verticales son pequeñas si 
éstas se comparan con las horizontales.  El flujo del fluido está gobernado por la ecuación de conservación de 
masas y la ecuación de cantidad de movimiento, la combinación de éstas resultan en la siguiente ecuación de 
onda: 
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donde ! x,t( )  es el nivel de la superficie libre medida desde  el nivel de agua en condición de reposo, t   es el 
tiempo y g   es la aceleración de la gravedad. Con la finalidad de reducir las posibles combinaciones de las 
variables físicas, se introducen las siguiente variables adimensionales: 
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Sustituyendo las variables adimensionales anteriores en la Ec. (3), obtenemos la siguiente expresión 

adimensional: 
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donde 
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En las ecuaciones anteriores, los parámetros adimensionales están definidos de la manera siguiente: 
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Desde una perspectiva física, el parámetro pequeño !  representa la proporción de la longitud de onda a la 

longitud del puerto, y los parámetros  Γ  y !  son las proporciones de esbeltez, tanto del ancho como del 
fondo, respectivamente. Para valores de ! >1  ,  el ancho del puerto es divergente; de otra manera este es 
convergente. Similarmente, para valores de ! >1 , la profundidad crece en la dirección de la propagación del 
oleaje ;  de otra manera esta decrece. Para el caso de ! = " =1 , el puerto tiene un ancho y una profundidad 
constante. Cuando  ! / L ∼O 1( ) , el parámetro  ! ! O 1/ 2"( )  . A lo largo de las tres regiones , asumimos que 
el oleaje es armónico en el tiempo. Por lo tanto, podemos expresar a la superficie libre adimensional en la 
forma siguiente: 

 



 
  
Δ χ ,τ( ) = Re δ χ( )e− iτ⎡⎣ ⎤⎦ ,   (8) 

 
donde ! "( )  es la elevación de la superficie libre adimensional en cualquier sección transversal del puerto, 

  i = ! 1   y Re representa “la parte real” de lo que está contenido entre los corchetes. Sustituyendo la Ec. (8) 
en la Ec (5) , obtenemos la siguiente ecuación: 
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donde las pendientes de el ancho y la profundidad están dadas por: 
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respectivamente. La solución de la Ec. (9) requiere de dos condiciones de frontera, éstas se pueden determinar 
a partir de la igualdad de presiones en los puntos x = 0   y x = L . En su versión adimensional las condiciones 
de frontera se expresan de la siguiente manera: 
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donde 
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En la Ec. (12), las variables adimensionales están definidas en la forma siguiente:  
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Las superficies libres en las regiones 1 y 3 están definidas como 

  
ζ1,3 x( ) . En la Ec. (13), los coeficiente 

desconocidos de reflexión y transmisión del oleaje están definidos por T   y R , respectivamente. Para 
conocerlos, se requieren dos condiciones de frontera adicionales, éstas se pueden deducir a partir del principio 
de conservación de la masa, las cuales en su forma adimensional se expresan como 
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Aplicación del método de perturbación singular WKB para el límite de  κ ! 1  . 
 

La presente solución analítica permite proporcionar de manera fácil el comportamiento de la superficie 
libre  para diferentes valores de los parámetros  ! , !  y γ . Con la aplicación del método de perturbación 
singular WKB, la solución analítica de la Ec. (9) se puede expresar en términos de una expansión asintótica 
de la forma siguiente: 
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donde !  es un parámetro pequeño y 

 
Sn  es una función fase, la cual es una función desconocida que depende 

del parámetro ! . Desarrollando la primera y la segunda derivada de la Ec. (16) y sustituyendo los resultados 
en la Ec. (9), obtenemos la siguiente expresión: 
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En la ecuación anterior, el término más grande es 
  
κ 2 / ε 2( ) S1 '( )2

. Usando el principio de un balance 
dominante, este término es del mismo orden  que el que se encuentra del lado derecho; así, podemos 
identificar fácilmente que el parámetro ε   es proporcional a κ , y por simplicidad consideramos que  ε =κ . 
Con base en lo anterior, la Ec. (17) la reescribimos en la forma siguiente: 
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A partir de la Ec. (18) podemos agrupar términos del mismo orden, obteniéndose lo siguiente: para el 

orden  κ 0   
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La ecuación anterior tiene como solución 

 
 

  
S0 !( ) = ±F ! , p( ).   (20) 

 

donde 
   
F ! , p( ) = !h ! , p( )"# $%&

' 1/2
d!  . De  manera similar, recolectamos términos de orden  !

1  y obtenemos 
 

 
   

2S0 'S1 '+ S0 ''+
1

!b χ( )
d!b χ( )

dχ
+

1
!h χ( )

d!h χ( )
dχ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
S0 ' = 0,   (21) 

 
con 
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donde  c  es una constante de integración. Sustituyendo las Ecs. (20)y (22) en la Ec. (16), obtenemos  la 
elevación de la superficie libre adimensional ! "( ) , la cual está dada por la ecuación siguiente: 
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Aplicando las condiciones de frontera (12) y (15), las constantes de integración que aparecen en la Ec. 

(23), se obtienen fácilmente. 
 
RESULTADOS 
 

Para demostrar la aplicación de la fórmula que modela la variación de la superficie libre adimensional , 
Ec. (23), consideramos los siguientes parámetros físicos: la longitud y profundida del puerto son L = 3500 m 
y h3 = 25  m, respectivamente; para un canal convergente consideramos un ancho máximo de b3 = 300  m y 

valores de 
  
b1 = 75,150,225y 300( )   m; para un canal divergente consideramos un ancho de b1 = 300  m y 

valores de 
  
b3 = 75,150,225 y 300( )  m. Proponemos tres longitudes de onda 

 
λ = 703.7,1099.5 y 2200.0( )  m, a 

partir de estos valores obtenemos los siguientes valores de los parámetros adimensionales 

 
κ = 0.032,0.05y 0.10( )  y  

 
Γ = 0.25,0.5,0.75,1.0,1.334,2.0y 4.0( ) . La Fig. 2 muestra un perfil de la elevación 

de la superficie libre adimensional  para valores fijos de  Γ = 0.25,  γ = 0.25   y   ! = 0.08   y diferentes perfiles 

de profundidad 
  
p =1,2,3.5,5.2( )  Se consideran dos transiciones geométricas del ancho: a)  transición 

geométrica del ancho   m= n=1  y b)  una transición asimétrica del ancho con m =1  y n = 5.2 . La transición 
geométrica de m= n =1 que representa una distribución lineal simétrica del ancho se muestra en la Fig. 2.2  y 
el caso asimétrica se puede ver en la Fig. 2b. Una comparación de los dos casos, revela que en el intervalo 

 0 < ! <1 , la amplitud es más grande en el segundo caso que en el primero. Adicionalmente,  en ambos casos, 
la longitud de onda decrece para valores grandes de el exponente p  ; esto se debe a que  la profundidad del 
agua tiende a ser plana para valores grandes de p , con una transición abrupta a medida que χ →1. 

   

 
 
Fig. 2. Elevación de la superficie libre adimensional  δ χ( )  para a) un puerto  simétrico  con variación lineal 
del ancho con m= n =1, y b) una transición asimétrica del ancho con m= 1  y n = 2 . Se consideran fijos de 
! = 0.25,  γ = 0.25  y ! = 0.08  y diferentes perfiles del fondo 

  
p =1,2,3.5,5.2( ) . 

 
 
 
 
 

a) b)



CONCLUSIONES 
 
Usando el método de perturbación singular WKB, se obtuvo una fórmula que modela la variación de la 
superficie libre de ondas largas que se propagan en el interior de un canal simétrico/asimétrico, cuyos anchos 
obedecen a funciones de ley de potencia. La aplicación de este modelo matemático no está restringido  al 
análisis de puertos con   L ! ! , debido a que la solución analítica admite valores de 

  
L ! O !( )  , tanto para 

canales divergentes como convergente. Adicionalmente, la presente metodología no está limitada a las 
distribuciones geométricas presentadas en este trabajo, ya que ésta puede aplicarse a otro tipo de geometrías. 
 
NOMENCLATURA 
 
AI    Amplitud del oleaje incidente 
b1   y b3   Anchos del puerto en las regiones 1 y 3 
 
g  Aceleración de la gravedad 
h1  y h3   Profundidades en las regiones 1 y 3 
L1   y L   Longitudes del puerto en las regiones 1 y 2 
R   Coeficiente de reflexión 
T    Coeficiente de transmisión 
t  Tiempo 
x, y y z  Sistema de coordenadas rectangular 
!    Longitud de onda 
!    Frecuencia del oleaje 
η x,t( )    Elevación de la superficie libre del oleaje 
! "( )    Elevación de la superficie libre del oleaje adimensional 
!    Tiempo adimensional 
!    Eje horizontal adimensional 
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